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Abstract gramming, que possui um custo computacional elevado.
LS-SVMs [10] correspondem a modifidags das SVMs,

We present in this work strategies for solving the systematrawes do uso de uma fuéig objetivo de rmimos quadra-
of linear equations intrinsic to the LS-SVMs, that has diffi- dos e da utilizago de restriges de igualdades. A principal
cult solution by the fact that it isn't positive definite. Least caracteistica das LS-SVM£ o seu menor custo computa-
Squares Support Machines Vector (LS-SVMs) were createctional em rela@o as SVMs, sem perda na qualidade das
in 1999, corresponding to a modified version of Support solug@es, uma vez que os pripios em que ambas se ba-
Machines Vector (SVMs), developed in 1992. The optimiza-seiam 80 0s mesmos.
tion problem for the LS-SVMs can be solved from a sys- O treinamento das LS-SVMs realizado resolvendo-se
tem of linear equations instead of quadratic programming, um sistema de equaes lineares ao i@s de programap
as it occurs in the SVMs. The main characteristic of the quadatica. Este sistemaZo pode ser resolvido direta-
LS-SVMs is the low computational cost comparing to the mente pelos i@odos cssicos de otimizé@p devido ao fato
SVMs, without quality loss in the solution, because the prin- de riio ser definido positivo. Em [1] e [6], o sistema de
ciples that both have been based are the same. In this workequaes das LS-SVMs foi modificado de forma a gerar um
we considered the following strategies: OLAM associative outro sistema, agora definido positivo, tornando-seipebks
memory, Hopfield neural network and Adaline neural net- a resolu@o do primeiro de forma indireta, @adiretamente
work, the last one applied with the algorithms gradient des- como propomos neste trabalho.
cending, rprop and quickprop.

5 2 Support Vector Machines
1. Introducao PP

A aprendizagem das SVMs [11] consiste em se mini-

Propomos neste trabalho esbgifs ireditas para o mizar-

treinamento dad.east Squares Support Vector Machines
(LS-SVMs) [10]. As estr@igias que empregamofcs . ] .
baseadas em modelos de redes neurais artificiais:on@m  ET0 emprico: erro dos dados de treinamento, resjaoes

associativa OLAM [7], rede de Hopfield [5] e rede Adaline pelos ajustes do hiperplano aos dados apresentados du-
(gradiente descendente [13], rprop [9] e quickprop [3]). Es-  rante o processo de aprendizagem, comum na maioria
tas estratgias &o utilizadas no treinamento das LS-SVMs, das naquinas de aprendizagem.

ou seja, na resol@p do sistema de equas lineares . ]
intrinseco a esta. As redes de Hopfield e Adaline se bene- ETo estrutural: erro de generalizer; resporssvel pela
ficiam pelo fato de serem iterativas, de modo que mesmo  alta capacidade de generaliaaglas SVMs, pois pos-

solu@es obtidas &ps a interrupgo de suas execdes te- sibilita o desenvolvimento de um limite inferior de
nham qualidade satisfaia. o a OLAM tem como princi- generalizago.
pal caractdstica um custo computacional baixo.

Support Vector Maching$SVMs) [12] sho naquinas de A obten@o de um equibrio entre ambos os erros acima

aprendizagem com apenas uma camada escondida, suldlescritos significa a possibilidade de superar@ecihs de
metidas a um treinamento supervisionado. Elas baseiam-sexcesso de ajustes (overfitting) obtendo, ao mesmo tempo,
na Teoria de Aprendizagem Estdica, atra@s do Printpio a capacidade de uma boa generaBzacAmbas as carac-

de Minimizag@o do Risco Estrutural [11]. Seu treinamento teristicas esio presentes nas soligs obtidas pelas SVMs,

€ realizado atrads da resoluEp de um QPduadratic pro- bem como pelas obtidas pelas LS-SVMs.



Dado o conjunto de treinamen(cri,yi)ﬁil com da-
dos de entrada; € R" e sada biraria correspondente
y; € {—1,+1}, a superficie de decido criada pelas SVMs
€ representada por:

wlho@)+b=0 Q)
ondew € o vetor de pesod, € o termo de polarizép e
©(.) € 0 mapeamento realizado em um espaco de di&wens
elevada.

A partir do hiperplano acima, a classifiéacdo padioi
é dada por:

se +1

Yi

wlo(z;))+b > +1 @
wlo(x)+b < -1 se y = -1
Pode-se expressar a eqaa@cima por:
yilwTo(z) +b] >1-¢ 3)

para o padio de entradg atraes da utilizado de varaveis
de folga rdo negativag;, de modo a classificar correta-
mente padies que edb ligeiramente fora da re@p de sua
classe.

O processo de treinamento consiste na oldterde va-
lores para os pesos e do termo de polaépdg de forma a
minimizar uma fungo de custd/ (w, &).

O problema primal das SVMs o0 seguinte:

N
1
ming e J(w,§) = inW +CY & 4)
i=1

sujeito a:

yilwhp(2:) + b] >
&>0,i=1,.,N

1-¢&

Através da aplicago do Lagrangeano [8F obtida uma
formulago dual que obedece ao Teorema de Mercer [4]:

el
3 Z Z iy y; K (2, x5)

N
matapy L(a)= Z oy —
i=1 i=1 j=1
(5)

sujeito a:

{ Zfi1 o;y; =0

0>a;>2C ,i=1,..,.N

el

ondeq; & o multiplicador de Lagrange correspondente ao

pad@o: e C um paémetro de treinamento fornecido pelo

ustario, que limita o valor dos multiplicadores de Lagrange.

A solugao do problema de otimizag duale a mesma do
primal [8]. O problema dual, mais simples de se resoker,

utilizado de forma a se obter os multiplicadores de Lagrange
e o termo de polarizép, que definem os vetores de suporte.

Pode-se verificar que aiga obtida pelas SVMé& da
forma:

N
(@) = signy_ awyi K (x,2;) +b] 6)
i=1

onde a fungo K(z,z;) = ¢(z)T¢(z;) € chamada de
funcao de Kernel, respoasel pela realizegop de um pro-
duto no pbprio espaco de entrada, ao &svde se fazer no
espaco de caracisticas.

A classifica@o de um determinado vetor como su-
porte é realizada a partir do valor de cada multiplicador
de Lagrange associado ao mesmo no final do processo
de otimiza@o. Estes vetoresas definidos a partir das
condigdes de KKT (Karush-Kuhn-Tucker) [4] para o pro-
blema de classific&p:

e a; =0, y; f(x;) > 1, Vetor comum, situado no lado
correto, o influi na construgo do hiperplan@timo.

e 0<a; <C, y; f(x;) =1, Vetor de suporte, situado
sobre a margem do lado correto, conhecido como vetor
de suportenon-bound

e a; =C, y; f(z;) <1, Vetor de suporte, situado no
lado errado, conhecido como vetor de supbdand

Abaixo se encontram algumas fuies que podem ser
utilizadas como fur@o de kernel:

| KERNEL: | Expres&o: | Pa@metros:|
RBF e—llzi—a;11? /207 )
Polinomial (zTz; +a)® a,b
Slgrr’c')lde tanh(ﬁomfmj + 51) Bo, 51

3 Least Squares Support Vector Machines

A formulagdo das LS-SVMs [10] consiste nha
modificago do problema primal de forma a possibi-
litar a resolugo atraes de um sistema de eqdes
lineares.

O problema primal agor& formulado da seguinte
maneira:

N
1 1
Mming pe J(w,e) = inw + Cﬁ Z e? @)
i=1

sujeito a:
yl[wT@(:L‘l)_Fb] = 1_eia 7/:177N

A partir das mudancas efetuadas, a classifioagalizada
agoraé da forma:

{ wlp(x;) +b
wlp(x;) +b

+1
-1

+1
-1

se
se

Yi

Yi ®)



gue tamieém pode ser expressa por: em que a fungo de KermneK (z;, z;) = p(z;) o(z;) est
- inserida na matriz H acima, ou seja, a nova formatac
yilw” (@) + 0] +ei =1 ©) maném a funcionalidade de se fazer um mapeamento
implicito dos dados no espaco de cardstaras.

A partir do Lagrangeano [8], tem-se: ne .
Nota-se que a furdp implementada pelas LS-SVMs

N
L{w,b,e;0) = J(w, b, e)— o5 in z;)+b|—1+e; . N
| - ) ; rleetn e : flz) = 529“[2 iy K (z, i) + b] (15)
(10) i—1
Pelas condiges de otimalidade, o sistema KKT (Karush- que corresponda mesma obtida atras das SVMs, como
Kuhn-Tucker) [4] obtidc o seguinte: indica a equao ( 6).
87[/ - = N 2. . ) ) .
o 8 - %—V S Ongw(xz) 4 Estrategias propostas para o treinamento
b — VT 2ui=1 MY = )
b =0—ei=g, =l N das LS-SVMs
> - - ) = .
5o =0 = ylwho(@) +0] - 1+e=0,i=1,..N O treinamento das LS-SVMs, expresso em ( 14), pode

_~ (11) ser resolvido por diferentes tipos de redes neurais artificiais,
Pela condi@o a; = Ce;, nota-se a perda da escassez que se#o discutidos nesta sa.

do vetor de multiplicadores de Lagrange, que na nova
formulagoé proporcional aos erros. O sistemadeedeac 4.1 OLAM
lineares acima pode ser escrito na forma matricial:
A solucdo do sistemal X = B pode ser dada por:

I 0 0 -zZ7 w 0
0o o 0o YT b | |0 (12) X=A"B (16)
0o 0 CcI -1 e | |0 d tri do-i ,
72 v I o0 o T onde a matriz pseudo-inveréa
+ _ (AT A\—-14T
onde: AT=(A"A)"A (17)
1 ... 0 1 em que.
el AYA=1
I= Y =|": 1= o N
0 1 ) 1 A primeira proposta deste trabalh® a utilizago de
YN uma OLAM (Optimal linear associative memory) [7], que
o1(z1)y on (@) mapeia a matriz pseudo-inversa para a refaup sistema
7 ) de equages lineares de ( 14).
®1 (.’L‘N)yN PPN @N(-’I;N)QN 42 Rede de HOpre|d
wi €1 a1 Propomos como outra alternativa para a satuge ( 14),
w=|: e= | : a=|": a rede neural de Hopfield [5], que possui um algoritmo
WN en an de treinamento &o-supervisionado, baseado em estados da

rede. Elaéé um modelo matricial@o-linear recorrente, am-
plamente empregada para problemas com mal condiciona-
mento, como este em que lidamos.

Ao término do processo de treinamento, a seguinte

Substituindo a primeira e a terceira expieEssde ( 11)
nalltima, tem-se as seguintes eqdes:

Zi}vaf‘yi = 0 1 condio de estabilidade satisfeita:
ad iy i Wiyie(x)Te(z) + &) +yb =1 Y = sign(WY — 0) (18)
13
gue podem ser escritas na forma matricial: 49 ondelV & o peso siaptico matricial da rede®é o vetor de
polariza@o aplicado externamengerede.
[ 0o -Y7T } { b } _ [ 0 ] (14) Cada estado da rede tem um valor de energia associado,
Y H ! 1 de forma que esta energia decresce monotonicaraen
dida que uma certa trafmia & descrita no espaco de esta-
onde: 7 dos, aé que se chegue a a sdiucfinal ( 18) de rimima
H=2Z"+ = energia, que taném corresponda solu@o de ( 14).

c



4.3 Rede Adaline

A sdda da rede Adaline (Adaptive Linear Neuron) [13]
possui a seguinte forma:

Y=WX+5b (19)

Forcando o termo de polarizag de Adaline a ser sempre
nulo (¢ = 0), tem-se:

Y =WX (20)

Fazendo com que a entrada da rede 3eja A7, obem-se
a solu@o de ( 14) como sendo aida da rede Adaline:

Yy = BT (21)

Baseando-se na equax( 20), propomos a utilizag da
rede Adaline para a obtefg da solugo de ( 14).

O principal nétodo utilizado para a obteag dos pe-
sos da rede Adaliné o gradiente descendente [2]. Entre-
tanto, para problemas mais complexésnicas desenvolvi-
das para diminuir o tempo de processamento amforam
empregadas em nosso trabalho:

Rprop (resilient propagation): [9] desenvolvido de forma
a rho mais o valor do gradiente ser considerado para
a atualizago dos pesos, mas sim o seu sinal. Deste
modo, o neétodo tende a chegar admmo da fun@o
custo mais rapidamente.

Quickprop: [3] desenvolvido de modo a se efetuar
uma minimizago na fun@o de erro muito apida,
baseando-se em uma fiiogde custo quaética. Pos-
sui uma difcil convergencia para problemas mais com-
plexos, como pode ser observado no experimento deste
trabalho.

5. Resultados

Nesta sego 0 apresentados os resultados obtidos nos
experimentos, utilizando-se os modelos de redes neurais
propostos para o treinamento das LS-SVMs e comparando-
0s com resultados obtidos pela SVM.

O problema utilizadce um problema de classificag
de paddes bidimensional, com sobrepdgicde dados, ge-
rados artificialmente de forma a ser poss uma aadlise
grafica das soluies obtidas.

Na figura 1 se encontra o resultado obtido por uma SVM,
treinada com um &todo QP §uadratic programmming
apos o ajuste dos pametros e a escolha do kernel RB&-(
dial basis functiolh Estes paametros s&ro tamkem utiliza-
dos nos demais experimentos, para que se possa fazer uma
comparago consistente das sofigs obtidas com o uso de
todas as estragias propostas neste trabalho.

Figura 3: LS-SVM (Hopfield)




Figura 5: LS-SVM (Adaline - Rprop)
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Figura 7: Histograma: SVM

1M 000 00,0 ]

L
-0.2 0 0.2 0.4 16 18

tempo de treinamento(s)

250
O OLAM
+ Adaline (rprop)
% Adaline (gradiente)
L | * Hopfield |

200 — SVM (QP)

150 B
00 —
50| B
o N
20 40 60 80 100 120 140 160

quant. dados

Figura 8: Histograma: LS-SVM (OLAM)
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Figura 6: Comparago LS-SVMs

Figura 9: Histograma: LS-SVM (Adaline)



Podemos notar pelas figuras 2 a 5 que nas fronteiras entraeeurais para o treinamento das LS-SVMs, pela redolug
as classes (fronteiras de deéw}¥ todas as soldes apresen- de um sistema de equaes lineares queao pode ser re-
tam comportamentos semelhantes, possuindo notadamentolvido diretamente por @todos cassicos de otimiz@p.
uma capacidade de generalizaglevada. A partirdafigura As estraégias propostas foram empregadas com sucesso,
1 entretanto, pode-se perceber grandes diferengas entre @btendo solu@es com alta capacidade de generabipac
solu@o encontrada pela SVM e pelas LS-SVMs, indepen-  As redes de Hopfield e Adaline se beneficiam pelo fato
dente do modelo de rede neural empregado. Apesar destde serem iterativas. A meéria associativa OLAM, ape-
fato, as solu@es apresentadas nas figuras 1 a 5 apresentarsar de @o ser iterativa, possui baixo custo computacional,
qualidades compaveis, em termos de generaliaag mesmo com o0 aumento da complexidade dos dados de

O treinamento da rede Adaline atésvdo gradiente des- treinamento. & a rede de Hopfield obteve bons resultados
cendente (figura 4) convergiu igualmente em r&ags apenas em conjuntos de dados menos complexos.
soluges em que foram empregadas a rede de Hopfield
(figura 3) e a OLAM (figura 2). & quando empregado o Referéncias
método Rprop, a sol@p da rede Adaling€ visivelmente

inferior (figura 5). O nétodo Quickprop &o obteve con- [1] J. A. K. Suykens B. Hamers and B. De Moor. A com-
vergéncia para o problema utilizado. parison of iterative methods for least squares support
A figura 6 apresenta uma medida de compaoagas es- vector machine classifiers. 2001.

trategias propostas neste trabalho: o tempo de treinamento.
Pela figura, pode-se observar que todas as egteat uti-
lizadas para LS-SVMs no trabalho possuem um menor
custo computacional, quando comparadas com a SVM. A
OLAM quase o eleva seu tempo com o aumento da quan-
tidade de dados de treinamento, enquanto a rede Adaline[3] Scott E. Fahlman. Faster-learning variations on back-
cresce praticamente de forma linear. Pode-se notar que propagation: An empirical studfonnectionist Mod-
Rprop, apesar de possuir uma s@ladigeiramente inferior, els Summer Schqdl 988.

gasta menos tempo que cétmdo gradiente descendente . oo
aplicadoa rede Adaline. A rede de Hopfield obteve re- [4] R. Fletcher.Practical Methods of Optimizatiori987.

sultados apidos em conjuntos de dados menos complexos, [5] J. Hopfield. Neural networks and physical systems

[2] R. J. Williams D. E. Rumelhart, G. E. Hinton. Learn-
ing internal representations by error propagatiear-
allel Distributed Processing: Explorations in the Mi-
crostructure of Cognition1986.

porem com seu aumento ela se mostrou ineficiente. with emergent collective computational properties. In
As figuras 7, 8 e 98m como objetivo demonstrar uma National Academy of Sciences of the U$982.

conseq@éncia resultante do uso das LS-SVMs. Uma carac- _ _

teristica marcante das SVMso fato da maioria dos mul-  [6] S.S. Keerthi and S.K. Shevade. Smo algorithm for

tiplicadores de Lagrange associados aos vetores de treina-  l€ast-squares svm formulations. 2003.

mento serem nulos (figura 7). A denomifiagde vetores (7] 1. Kohonen. Correlation matrix memoriesIEEE

de suporte se aplica a um pequerionero de vetores de Trans. Computerspages 353359, 1972.
treinamento, cujos multiplicadores associadas &0 nu-

los. O mesmo &o ocorre com as LS-SVMs, como pode ser [8] D. G. Luenbergerintroduction to Linear and Nonlin-
observado pelas figuras 8 e 9, uma vez que os valores destes ~ €ar Programming 1973.

multiplicadores se distribuem sem a predoamicia de va- [9]
lores nulos. Esté uma caractéstica inerent@s LS-SVMs,
independente da estégfia usada em seu treinamento.

Martin Riedmiller and Heinrich Braun. A direct adap-
tive method for faster backpropagation learning: The
RPROP algorithm. IfProc. of the IEEE Intl. Conf. on

. Neural Networks1993.
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Neste trabalho, propusemos e comparamos égiest



